
Sada p°íklad· na základní pojmy

P°íklady na rozmy²lení z minula (p°ipomínám, ºe nejde o domácí úkoly):

*1. Jak vypadá σ-obal mnoºiny v²ech jednobodových podmnoºin R?

*2. Dokaºte, ºe σ-algebra je uzav°ená na spo£etné pr·niky.

P°íklady na cvi£ení:

*1. Bu¤ S σ-algebra a bu¤te Ai, i ∈ N, její prvky. Platí lim inf
i→∞

Ai ∈ S? Platí

lim sup
i→∞

Ai ∈ S?

*2. Bu¤ S σ-algebra na mnozin¥ Σ := {0, 1}N, jeº je generována systémem
mnoºin Iji := {(x1, x2, . . . ) ∈ Σ : xi = j}, i ∈ N, j = 0, 1. Dokaºte, ºe
následující mnoºiny pat°í do S:

**(a) {(x1, x2, . . . ) ∈ Σ : x1 = x2 = · · · = x39 = 1},

**(b)
{

(x1, x2, . . . ) ∈ Σ : lim
i→∞

xi = 1
}
. Návod: zkuste pouºít tvrzení o lim inf

z p°edchozího cvi£ení.

**(c) AC :=
{

(x1, x2, . . . ) ∈ Σ : lim
i→∞

1
i

∑i
j=1 xj = C

}
, C ∈ [0, 1]. Návod:

zkuste nejd°íve dokázat, ºe v²echny mnoºiny typu

Aa,b
k :=

{
(x1, x2, . . . ) ∈ Σ : a ≤

k∑
j=1

xj ≤ b
}
,

a ≤ b, k ∈ N, pat°í do S. Pak se pokuste mnoºinu AC vyjád°it
pomocí mnoºin Aa,b

k . Na to pouºijte de�nici limity. Uv¥domte si, jak
kvanti�kátor ∀ odpovídá pr·niku a kvanti�kátor ∃ sjednocení.

*3. Rozhodn¥te, zda následující podmnoºiny R mají nulovou Lebesgueovu
míru.

*(a) [0, 1],

*(b) Q, [0, 1] \Q,

*(c) Cantorova mnoºina C.

*4. Rozhodn¥te, zda následující podmnoºiny R2 mají nulovou Lebesgueovu
míru.

(a) C × [0, 1], kde C je Cantorova mnoºina,

(b) {(x, y) : max(|x|, |y|) = 1},
(c) {(x, y) : x2 + y2 = 1}.

*5. Existuje lipschitzovská funkce f : R → R taková, aby mnoºina graph f =
{(x, f(x)) : x ∈ R} ⊂ R2 m¥la kladnou Lebesgueovu míru?

1



*6. Existuje v R mnoºina kladné Lebesgueovy míry, jeº má prázdný vnit°ek?
Návod: zkuste najít diskontinuumK ⊂ [0, 1], aby míra [0, 1]\K byla men²í
neº 1.

Poznámky: Mnoºina lim inf
i→∞

Ai je de�nována jako mnoºina v²ech bod·, které

jsou obsaºeny ve v²ech mnoºinách Ai aº na kone£n¥ mnoho. Mnoºina lim sup
i→∞

Ai

je de�nována jako mnoºina v²ech bod·, které jsou obsaºeny v nekone£n¥ mnoho
mnoºinách Ai.

Cantorova mnoºina je de�nována jako mnoºina v²ech £ísel z intervalu [0, 1],

která neleºí v ºádném intervalu tvaru
(

(2k−1)
3n , 2k3n

)
, n ∈ N, k = 1, . . . , 3

n−1
2 .

Funkce f : R→ R se nazývá lipschitzovská, pokud existuje L ≥ 0 takové, ºe
pro v²echna x, y ∈ R platí |f(x)− f(y)| ≤ L · |x− y|.
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