Sada piiklada na zakladni pojmy

Piiklady na rozmys$leni z minula (pfipominam, Ze nejde o doméci ukoly):

1.

2.

Jak vypadé o-obal mnoziny vsech jednobodovych podmnozin R?

Dokazte, ze o-algebra je uzaviend na spocetné pruniky.

Priklady na cviceni:

1.

3.

*5.

Bud S o-algebra a budte A;, i € N, jeji prvky. Plati liminf A; € S? Plati

71— 00
limsup 4; € §?
1—00

. Bud S c-algebra na mnozing ¥ := {0,1}", jez je generovana systémem

mnozin Iij = {(z1,22,...) € X :2z; = j},1 € N, j =0,1. Dokazte, Ze
nésledujici mnoziny patii do S:

(a) {(131,582,...)62:$1:z2:...:x39:1}7

*(b) {(ml, Zoy...) €D leglo x; = 1}. Névod: zkuste pouZit tvrzeni o lim inf

z predchoziho cviceni.

**(c) Ag = {(xl,xz,...) ex: Zliglo%zle xj = C’}, C € [0,1]. Navod:

zkuste nejdiive dokazat, ze vSechny mnoziny typu

k
AZJ’ = {(xl,a:Q,...) EE:aSij §b},
j=1

a < b, k € N, patii do §. Pak se pokuste mnozinu Ac vyjadrit
pomoci mnozin AZ’b. Na to pouzijte definici limity. Uvédomte si, jak
kvantifikator V odpovida priniku a kvantifikdtor 3 sjednoceni.

Rozhodnéte, zda néasledujici podmnoziny R maji nulovou Lebesgueovu
miru.

(a) [0,1],
(b) @, [0,1]\ Q,

*(c) Cantorova mnozina C.

. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny R? maji nulovou Lebesgueovu

miru.

(a) C x [0,1], kde C je Cantorova mnozina,
(b) {(z,y) : max(|z[, [y[) = 1},
(©) {(zy):2* +y* =1}.

Existuje lipschitzovska funkce f : R — R takova, aby mnozina graph f =
{(z, f(z)) : € R} C R? méla kladnou Lebesgueovu miru?



*6. Existuje v R mnozina kladné Lebesgueovy miry, jez ma prazdny vnit¥ek?
Navod: zkuste najit diskontinuum K C [0, 1], aby mira [0, 1]\ K byla mensi
nez 1.

Poznamky: Mnozina lim inf A; je definovana jako mnozina vSech bodu, které
1— 00

jsou obsaZeny ve v8ech mnozinach A; az na kone¢né mnoho. Mnozina lim sup A;
1—00
je definovana jako mnoZzina v8ech bodu, které jsou obsaZeny v nekoneéné mnoho
mnozinach A;.
Cantorova mnozina je definovana jako mnozina vSech &isel z intervalu [0, 1],

ktera nelezi v zadném intervalu tvaru ((2’;:1), g—k), neN, k=1,...,32 2_1.

Funkce f: R — R se nazyvéa lipschitzovska, pokud existuje L > 0 takové, ze
pro viechna z,y € R plati |f(z) — f(y)| < L - |z — vyl



